INTRODUGAO A TEORIA DOS GRAFOS — 2026.2 Aula 6

Passeios, caminhos e ciclos

Nota: partes substanciais deste texto foram geradas com apoio

de um modelo de linguagem (IA), sob orientacdo e revisdo do autor.

Nesta aula formalizamos a nocdo de passeio em um grafo, generalizando os caminhos e
ciclos que ja conheciamos da Aula 2, e usamos essa ferramenta para mostrar que todo grafo
com grau minimo alto é obrigado a conter caminhos e ciclos longos. De quebra, obtemos
uma caracterizagao alternativa dos grafos bipartidos (Aula 5) em termos da paridade dos

passeios fechados de G.

1 Passeios

Definicao 1. Um passeio em um grafo G é uma sequéncia de vértices P = vgvy - - - vy tal
que v;—1v; € E(G) para todo i € {1,...,t}. O inteiro ¢t > 0 é o nGdmero de passos de
P. Os vértices vy e vy sao as extremidades de P; os demais vértices da sequéncia sao
os vértices internos de P (uma extremidade também pode ser um vértice interno, caso
reapareca na sequéncia). Dizemos que P é fechado se vy = v, e aberto caso contrario. Se
todos os vértices de P sdo distintos, exceto possivelmente as duas extremidades, dizemos
que P é simples. Se todas as arestas vgvi,...,v;—1v¢ de P sdo distintas entre si, dizemos

que P é uma trilha.

Um passeio simples aberto vgvy - - - v; determina um subgrafo de G com conjunto de
vértices {vy, ..., v} e arestas {vovy, ..., vi—10}, que é isomorfo a P,y1 (Aula 2); chamamos
esse subgrafo de caminho de comprimento ¢ em G, com extremidades vg e v;. Da mesma
forma, um passeio simples fechado com ¢ > 3 passos determina um subgrafo isomorfo a C}
(Aula 2), chamado ciclo de comprimento t em G. Ao longo desta e das préximas aulas,
trataremos livremente passeios simples abertos como caminhos, e passeios simples fechados

(com pelo menos trés passos) como ciclos.

Exemplo 1. Considere o grafo G da figura abaixo.

X y z
*—Oo—©o

*—o—0
u A w

Figura 1: O grafo G usado para ilustrar diferentes tipos de passeio.

O passeio P; = uvyz tem 3 passos, é aberto e simples: logo é um caminho de com-
primento 3 em G. O passeio P, = uvyzu tem 4 passos, é fechado, e é simples (as tnicas
repeticoes possiveis seriam entre as extremidades u): logo é um ciclo de comprimento
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4 em (G. Ja o passeio P3 = uvyvu tem 4 passos e é fechado, mas nao é simples, pois
o vértice interno v se repete; note também que P3 nao é uma trilha, pois a aresta uv
(respectivamente vy) é percorrida duas vezes, uma em cada sentido.

2 Concatenando passeios

Proposicao 1. Sejam G um grafo e u,v,w € V(G). Se existe um passeio de u a v em G
e um passeio de v a w em G, entdo existe um passeio de u a w em G.

AN

Figura 2: Concatenando um passeio P de u a v (vértices internos em cinza) com um passeio
Q@ de v a w, obtemos um passeio R de u a w: basta percorrer P até v e continuar por ()
até w, sem repetir o vértice v em comum.

Demonstragdo. Sejam P = vgv; - - - vy um passeio de v a v (isto é, vg = u e vs = v) e

Q = uguy - - - u, um passeio de v a w (isto é, ug = v e u, = w). Considere a sequéncia
R :=vgvy - - - vsurug - - - Uy,

obtida percorrendo P até v e, em seguida, percorrendo @) a partir de v, sem repetir esse
vértice comum. Todo par consecutivo de R é uma aresta de G: os pares herdados de P e
de @ ja satisfazem isso por hipétese, e o tnico par novo, vsu; = vuy, ¢ uma aresta de G
por ser o primeiro par de ). Logo R é um passeio de v a w em G, com s+ r passos. U

3 De passeios a caminhos

Proposicao 2. Sejam G um grafo e u,v € V(G). Se existe um passeio de u a v em G,

entao G contém um caminho de u a v.

trecho removido

0 vV = v Vg

Figura 3: Se um vértice se repete em P = wvgvy --- v, digamos v; = v; com i@ < j, 0
lago tracejado representa o trecho v;v;41---vj, que sai de v; e volta a esse mesmo vértice.
Removendo esse trecho obtemos o passeio mais curto P’ = vy - -+ v; Vjy1- - g, ainda de u a
.
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Demonstracao. Como existe algum passeio de u a v em G, e o nimero de passos de um
passeio é sempre um inteiro nao-negativo, podemos escolher um passeio P = vgvy - - - v de
wa v (isto é, vg = v e v, = v) com nimero de passos minimo dentre todos esses. Afirmamos
que P é simples.

Suponha que ndo. Entao existem indices 0 < i < j <t com v; = v; e (4,7) # (0,1).
Considere a sequéncia

/
P ::UO"'Uivj—l—l""vt

(que termina em v; quando j = t). A sequéncia P’ é um passeio de u a v: os pares
consecutivos herdados de P continuam sendo arestas e, quando j < ¢, o inico par novo,
v;Vj+1, ¢ uma aresta porque v;vj41 = v;vj+1 € E(G). Mas P’ tem t — (j — i) < t passos,
contradizendo a minimalidade de P.

Logo a tnica repeticdo possivel em P éi = 0e j = t, isto é, u = v. Nesse caso a
minimalidade for¢a t = 0 (o passeio vg = u, com zero passos, ja liga v a v = u), e P
¢ trivialmente simples. Em todos os casos, P é um passeio simples: se aberto, P é um
caminho de v a v em G} se fechado (o caso u = v, t = 0), o caminho de u a v é o caminho

trivial de comprimento 0, formado apenas pelo vértice u. U

A demonstracdo acima mostra, na verdade, algo mais forte, que usaremos a seguir:
todo passeio com niumero de passos minimo entre dois vértices dados € simples.

4 De trilhas fechadas a ciclos

Note que uma trilha fechada nao pode ter 1 nem 2 passos: o primeiro caso exigiria um
lago vgvg € E(G), e o segundo obrigaria a repetir a mesma aresta vpv; duas vezes (uma
em cada sentido), o que viola a definigao de trilha. Logo toda trilha fechada tem 0 ou pelo

menos 3 passos.

Proposicao 3. Se G possui uma trilha fechada com pelo menos um passo, entdo G possui
um ciclo.

Demonstragao. Escolha, dentre as trilhas fechadas de G com pelo menos um passo,
uma trilha C' = wvovy -+ - vy (isto é, vg = vy, t > 1) com ntimero de passos minimo. Pela
observacdo acima, t > 3. Afirmamos que C é simples, isto é, que vg,...,v:—1 sdo dois a
dois distintos.

Suponha que ndo: existem 0 < < j <t —1 com v; = v;. Considere as duas sequéncias

Cl = ViUig1 00 Vj [S] Cg =U0 Ui Vj41 - Vg

Como v; = v;, ambas sao fechadas; como C; e Cy usam apenas arestas de C' (que sao
distintas, pois C' é trilha), ambas séo trilhas. Seus ntimeros de passos sdo j —i et — (j — 1),
respectivamente, ambos positivos (pois 0 < i < j <t —1 < t), e somam exatamente t.
Pela minimalidade de ¢, cada um desses dois niimeros deveria ser pelo menos ¢; mas isso é
impossivel, j4 que ambos sdo positivos e sua soma ¢é t.

Logo C' é simples e, como t > 3, C é um ciclo de G. O
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Proposicao 4. Se G possui uma trilha fechada com numero impar de passos, entao G

possui um ciclo de comprimento impar.

Demonstracao. Escolha, dentre as trilhas fechadas de G com nimero impar de passos
(que existem, por hipétese), uma trilha C' = vgvy - - - v com nimero de passos ¢ minimo.
Como na demonstragao anterior, ¢ > 3. Afirmamos novamente que C' é simples.

Suponha que nao, e construa C7 e C'o como na demonstracdo anterior, com niimeros de
passos j —i et — (j —1i), ambos positivos e somando t. Como t é impar, exatamente um
desses dois niimeros é impar; digamos que seja o de C (o outro caso é andlogo, trocando
os papéis de (7 e Cq). Entao Cj é uma trilha fechada com ntimero impar de passos e
j—i<t(poist— (j—i)>1), contradizendo a minimalidade de ¢.

Logo C é simples e, como ¢t > 3, C' é um ciclo de comprimento impar de G. O

5 Passeios fechados de comprimento impar

A proposicao a seguir generaliza a anterior, trocando trilha por passeio: agora as arestas
do passeio fechado nao precisam mais ser distintas.

Proposicao 5. Se G possui um passeio fechado com nimero impar de passos, entdo G

possui um ciclo de comprimento impar.

Demonstracao. Escolha, dentre os passeios fechados de G com ntimero impar de passos,
um passeio C = vguy - - - v¢ com nimero de passos t minimo. Afirmamos que C' é simples.

Suponha que nao: existem 0 <4 < j <t —1 com v; = v;. Exatamente como antes, as
sequéncias C := v;Vj41---vj € Cp 1= vg -+ V; Vj41 - - - vy 520 passeios fechados (aqui nem
precisamos verificar que suas arestas sao distintas, ja que C' é apenas um passeio), com
nimeros de passos j —i e t — (j — i), ambos positivos e somando t. Como ¢ é impar, um
desses dois niameros é impar; esse passeio fechado tem menos de ¢ passos, contradizendo a
minimalidade de t.

Logo C é simples. Em particular, t > 3: um passeio fechado simples com ¢ = 1 exigiria
um lacgo, e um com t = 2 teria vy, v1,vg com v; # vy, 0 que ja é simples, mas ndo impar;
como t é impar por hipdtese, resta t > 3. Portanto C é um ciclo de comprimento impar de
G. O

6 Uma caracterizagao de grafos bipartidos via passeios

Corolario 1. Um grafo G possui um ciclo de comprimento impar se, e somente se, G

possui um passeio fechado com niumero impar de passos.

Demonstragao. Se G possui um ciclo de comprimento impar, esse préprio ciclo ja é
um passeio fechado com um niimero impar de passos. Reciprocamente, se G possui um
passeio fechado com niimero impar de passos, a Proposi¢ao 5 garante que G possui um

ciclo de comprimento fmpar. O
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Combinando esse corolario com o teorema de caracterizacdao dos grafos bipartidos
(Aula 5), que diz que G é bipartido se, e somente se, G nao possui nenhum ciclo de

comprimento impar, obtemos uma reformulacao inteiramente em termos de passeios.

Corolario 2. Um grafo G ¢ bipartido se, e somente se, G nao possui nenhum passeio

fechado com nidmero impar de passos.

Essa reformulacao é util porque um passeio, ao contrario de um ciclo, pode ser construido
incrementalmente, sem se preocupar em evitar repeticoes de vértices ou de arestas. E essa
a ideia por tras do algoritmo usual para reconhecer grafos bipartidos: percorrendo G a
partir de um vértice qualquer e marcando a paridade do ntimero de passos usado para
alcancar cada vértice visitado, encontramos uma biparticdo de G a menos que, em algum
momento, um mesmo vértice seja alcancado por dois passeios de paridades distintas — o

que produz um passeio fechado de comprimento fmpar.

7 Grau minimo forgca caminhos e ciclos longos

@ L
Uk

Figura 4: Um caminho de comprimento méximo P = vgv; - - - v em G. Todo vizinho de vy
pertence a {v1,...,v;} (arco tracejado): caso contrario, prefixar P com esse vizinho daria
um caminho mais longo (Proposigao 6). Tomando v; como o vizinho de vy de maior indice
(arco sélido), o passeio vgvy - - - v;v9 € um ciclo de comprimento i + 1 (Proposicao 7).

Proposigao 6. Todo grafo G possui um caminho de comprimento 6(G).

Demonstracao. Como G é finito, existe em G um caminho de comprimento maximo;
fixe um deles, digamos P = vgvy - - - V.

Todo vizinho de vy pertence a P: se algum vizinho w de vy nao estivesse em {vo, ..., v},
entao wwvgvy - - - v seria um caminho de comprimento k + 1, contradizendo a maximali-
dade de P. Como vy possui dg(vg) > 6(G) vizinhos, todos distintos e pertencentes a
{v1,..., vk}, segue que k > 6(G). Em particular, o subcaminho vgvy - - - vs() é um caminho
de comprimento exatamente 0(G) em G. O

Proposigao 7. Se §(G) > 2, entdo G possui um ciclo de comprimento pelo menos §(G)+1.

Demonstragao. Considere, como na demonstracdo anterior, um caminho de compri-
mento maximo P = vgvy - - - v em G; em particular, k > §(G).

Seja i o maior indice em {1,...,k} tal que v; é vizinho de vy. Como vy tem pelo menos
0(G) vizinhos, todos em {vy, ..., v} (pela maximalidade de P, como visto acima), o maior
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indice entre eles satisfaz i > 0(G). Entao vyvy - - - v;u9 é um passeio fechado cujos vértices
vg, ..., v; sao dois a dois distintos, pois pertencem ao caminho P; logo é simples, com
i+1>0d(G)+ 1> 3 passos. Portanto vgvy - - - v;v9 é um ciclo de comprimento pelo menos
0(G)+1em G. O

Fica como exercicio, para ser discutido na préxima aula:

n+1

Exercicio 1. Se G possui n vértices e 6(G) > , entdo GG possui um ciclo de compri-

mento n.
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