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VARIAVEL COMPLEXA — 2026.2 Lista 3

Problemas sobre o conteido das Aulas 7, 8, 9 e 10, correspondente ao Capitulo 3 do Soares
(§§3.1-3.6): fungoes complexas, limites e sequéncias, continuidade, a derivada complexa, as
equagoes de Cauchy—Riemann, fungdes holomorfas, a exponencial complexa e o logaritmo (ramo

principal). Nao inclui poténcias arbitrarias (z*, §3.7), ainda nao vistas em aula.

. . . . = . 50
Os marcadores na margem indicam a dificuldade estimada de cada problema: &= rotina, (=

exige uma ideia, & dificil, 199 vale a pena mesmo que vocé ja saiba fazer.

Problema 1.
2

(a) Calcule lim
z—=21 2 —

(Aula 7).

Z
1 justificando cada passo com a algebra de limites e com o limite de Z

(b) Fixe zp # 0. Mostre, diretamente pela defini¢io (e-0, sem usar a élgebra de limites), que

lim — = —. Sugestdo: restrinja primeiro |z — 29| < |20|/2 para obter uma cota inferior

para |z|, e entdo estime em termos de |z — zp].

20
. (Rez)? _ . L . .
Problema 2. Mostre que hn% FE nao existe, usando a caracterizacao sequencial do limite
zZ— z

(Aula 7): exiba duas sequéncias z, — 0, z, # 0, para as quais o quociente converge a valores
diferentes.

. . zZ"
Problema 3. Para cada z € C fixo, considere a sequéncia w, = —. Mostre que w, — 0 se

n
|z| <1, e que |wy| — oo se |z| > 1. Sugestdo: o caso |z| < 1 é imediato. Para |z| > 1, escreva

|z| = 147 com r > 0 e use, na desigualdade de Bernoulli, o termo quadrético do binémio:

(1+7)">1+nr+ (5)r* paran > 2.

Problema 4. Usando a dlgebra da derivada e a regra da cadeia (Aula 8), calcule f’(z) para

o= (240

e diga em que subconjunto de C essa expressao define uma funcao derivavel.

Problema 5. Considere f(z) = 2% +iy?, z = x + iy.
(a) Use as condigdes de Cauchy—Riemann (Aula 8) para determinar em que pontos f poderia

ser derivavel.

(b) Como a condicao suficiente de Cauchy—Riemann sé serd vista na Aula 9, verifique direta-
mente pela defini¢ao (o quociente de Newton) que f é de fato derivavel em cada um desses
pontos, e calcule f’ ali. Sugestdo: em zy = x¢ + ixg, escreva h = s + it e mostre que o

2 42
it

quociente de Newton é 2z + T; estime o segundo termo usando |s|, [t| < |h/.
s+1
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VARIAVEL COMPLEXA — 2026.2 Lista 3

< Problema 6. Suponha que f = u + iv é derivavel, no sentido de R?, em 2y = g + iy (isto
é, admite uma aproximagao linear real), com matriz jacobiana dada em cada caso abaixo.
Usando a leitura matricial das equagdes de Cauchy—Riemann (Aula 8), decida se f é derivavel

complexamente em zy e, quando for, calcule f'(zp).

3 —4
(a) <4 3>,

1 2
o (3 3)

Problema 7. Seja U C C um dominio e f : U — C derivavel em todo ponto de U, com |f]

-
(=
=]

\\

constante em U. Mostre que f é constante em U. Sugestdo: derive u? + v? = const. em z e em
Y, combine com as equagoes de Cauchy—Riemann para concluir que todas as derivadas parciais
de u e v se anulam em U (separe o caso |f| = 0), e use que dois pontos de um dominio sempre
podem ser ligados por um caminho poligonal contido nele (Aula 5) para concluir que u e v sdo

constantes.

-~ Problema 8. Determine os pontos singulares de

z+1

TG = 2975

(as raizes do denominador sdo complexas: use a férmula de Bhaskara), diga em que conjunto f

é holomorfa e calcule f’(z) nesse conjunto.

& Problema 9. Mostre que f(z) = HQ% nao é derivavel em ponto algum de C. Sugestdo:
z

- ~ . ou Ov

escreva u,v em termos de z,y e mostre que a primeira equagao de Cauchy-Riemann, 9% = 90’

€z Y

jamais se verifica (os dois lados diferem por uma constante).
= Problema 10. Considere f(z) = 22z.
0 1[/0 0 0 0
(a) Escreva u,v em termos de z,y e calcule 8—‘; =3 [(83 - 8?/) +1 (8: + &Z)] (Aula 9)

diretamente a partir dessas derivadas parciais.

(b) Compare com o célculo “formal”, tratando z e Z como varidveis independentes e derivando

22%Z em relacdo a Z como se 22 fosse uma constante. Os dois calculos devem coincidir.

(c¢) Conclua em que ponto(s) f é holomorfa.

272 /. . . o~
-~ Problema 11. Escreva cada nimero abaixo na forma a -+ bi, usando a definicdo de exp e suas

propriedades algébricas (Aula 10).

(a) exp (2 + 7;),
(b) exp(In3 — mi);
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(c) exp(4mi) - exp(1 — ).

Problema 12. Determine todas as solugoes z € C de cada equacdo abaixo, usando a forma
polar do lado direito e a demonstragao da sobrejetividade de exp (Aula 10). Escreva a resposta

com um parametro k € Z.

(a) exp(z) = =8
(b) exp(z) = 1 +i/3.

Problema 13. Usando o retrato geométrico de exp (Aula 10), determine a imagem por exp
de:

(a) o segmento vertical fechado {xg+iy: 0 <y < 27}, para xg € R fixo;

(b) a faixa horizontal aberta {x +iy : * € R, 0 < y < w}. Sugestdo: para cada yo € (0, )
fixo, identifique primeiro a imagem da reta horizontal correspondente; depois descreva o

que ocorre ao reunir essas imagens para todos os yg no intervalo.

Problema 14. Fixe z = x + iy € C. Mostre que
Z\ "N
(1 + —) — exp(z) (n — o0).
n

z

Sugestdao: para n grande (de modo que 1+ x/n > 0), escreva 1 + — = p, cisf,, em forma polar,
n

y/n

1+z/n
quando ¢t — 0 (Calculo I, aplicados a t = O(1/n)), mostre que nln p, — x e nd, — y. Conclua,

com py, = ‘1 + %’ el, = arctan( ) Usando In(1+t) = t+O(t?) e arctan(t) = t+O(¢3)

zZ\"n

escrevendo (1 + —) = p}¥ cis(nby,) = exp(nln py,) cis(nd,) e usando a continuidade de exp e de
n

cis, que o limite é exp(x) cis(y) = exp(z).

Problema 15. Calcule log z (ramo principal, Aula 10) para cada niimero abaixo, quando estiver
definido; se nédo estiver, explique por qué.
(a) z =3+ 3i;

(b) z= —1+iV3;

(c) z = —4;
(d) z=-2i.
Problema 16. Sejam z = w = —1 4 ¢. Calcule logz + logw e log(zw) (ramo principal) e

verifique que os dois valores diferem por 27i. Explique, em termos de argz e argw, por que
isso ocorre, e enuncie a condi¢do exata sobre arg z + argw que garante log(zw) = log z + log w

(Aula 10, observagao sobre o cuidado ao manipular logaritmos).
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& Problema 17. Fixe 29 < 0. Mostre que

lim log(zo + iy) = log|xg| + im e lim log(zo + iy) = log|zo| — i,
y—07t y—0~

usando a férmula do ramo principal do argumento (Aula 10). Conclua que néo existe nenhuma

maneira de estender log continuamente ao semieixo real negativo.

109 Problema 18. Considere f(z) = log(z% + 1) (ramo principal do logaritmo).
(a) Mostre que 22 + 1 € (—o0,0] se, e somente se, z é puramente imaginario com |z| > 1.

Sugestdo: escreva z = = + iy e imponha que 2% + 1 seja real e < 0.

(b) Conclua que f é holomorfa em C \ {iy: |y| > 1} (o plano menos duas semirretas no eixo

imagindrio), e calcule f’(z) nesse dominio usando a regra da cadeia.
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