VARIAVEL COMPLEXA — 2026.2 Aula 3

Conjugado, médulo e forma polar

Aviso. Estas notas foram geradas por inteligéncia artificial a partir do contetdo apresentado em
sala e da bibliografia do curso. Podem conter erros ou imprecisoes; em caso de duvida, consulte o
livro-texto indicado no plano de ensino.

Na aula passada construimos C como o conjunto dos pares ordenados de niimeros reais,
com a soma coordenada a coordenada e o produto (a,b) - (¢,d) = (ac—bd, ad+ bc), e vimos
que, escrevendo i = (0, 1), todo nlimero complexo se escreve de maneira tinica na forma
z=a+ bi com a,b € R. Nesta aula desenvolvemos as ferramentas béasicas para trabalhar
com esses numeros: conjugado, modulo, divisao e, sobretudo, a forma polar — o momento

em que a algebra de C vira geometria do plano.

1 Parte real, parte imaginaria e poténcias de ¢

Definicao 1.1. Se z = a + bi com a,b € R, chamamos a de parte real e b de parte
imagindria de z, e escrevemos Re(z) = a e Im(z) = b. Quando b = 0 dizemos que z é real;

quando a =0 e b # 0, que z é um imagindrio puro.

Note que Im(z) é um ntimero real: a parte imaginaria de 3 — 5i é —5, e ndo —5i. Como a
escrita a + bi é inica, dois complexos sao iguais exatamente quando tém a mesma parte
real e a mesma parte imaginaria — uma equacao em C equivale a duas equagoes em R.

Somar e multiplicar se faz como em R, trocando i por —1:

(24 3i) + (1 — 5i) = 3 — 21, (243)(1—i)=2—2i+3i—3i>=5+1.
Proposicdo 1.2 (poténcias de 7). Vale i® =1, i =1, i2 = —1, i3 = —i, e "™ = 4" para
todo n. Logo i depende apenas do resto da divisdo de n por 4.

Demonstragio. i3 =i -i = —i e it = (12)? = (=1)? = 1; portanto i"t* = i" . i* =4". O

Exemplo 1.3. 2026 = 4 - 506 + 2, logo 20?6 = 2 = —1.

2 Conjugado

Definigao 2.1. O conjugado de z = a+ bi é Z = a — bi.
Proposicao 2.2. Para todos z,w € C:
(a) z+w=Z2Z+w eZw = Zw;

(b) z=z;

(c) z+ % =2Re(z) e z — zZ = 2iIm(z); em particular Re(z) = #% e Im(z) = Z%;

(d) z € R se, e somente se, Z = z; e z € imagindrio puro se, e somente se, Z = —z e

z#0;
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(e) 2z = a® + b, um nimero real ndo negativo, nulo apenas quando z = 0.

Demonstragio. Escreva z = a + bi e w = ¢+ di. Para a primeira parte de (a), z + w =
(a+c)+(b+di=(a+c)— (b+d)i=z+w. Para a segunda,

zw = (ac — bd) + (ad + be)i = (ac — bd) — (ad + be)i,

ao passo que Zw = (a — bi)(c — di) = (ac — bd) — (ad + bc)i; sdo iguais. Os itens (b), (c) e
(d) saem diretamente da definicdo. Para (e), 2z = (a + bi)(a — bi) = a® — (bi)?2 = a® +b?, e

uma soma de quadrados de reais s6 é nula quando ambos sdo nulos. O

O item (a) diz que a conjugagao respeita as duas operagoes: ela é um automorfismo do
corpo C, que fixa R ponto a ponto. Uma consequéncia tutil: se P é um polindmio com

coeficientes reais, entdo P(z) = P(z), e portanto as raizes ndao reais de um polinémio real

vém sempre em pares conjugados.

3 Modbdulo e divisao
Definicao 3.1. O mddulo de z = a + bi é o niimero real nao negativo
|z| = Va2 + b2,
Pela Proposicao 2.2(e), a defini¢ao pode ser escrita sem coordenadas:
|2|? = 2Z.

Essa é a formula que se deve usar nas demonstragoes — ela transforma afirmacoes sobre
modulos em contas com produtos e conjugados.

Proposicao 3.2. Para todos z,w € C:

(a) |z| >0, e |z| =0 se, e somente se, z = 0;

(b) 1zl =zl e | — 2] = |2];

(¢) lzw| = |z] |w|;

(d) Re(2)| < |z| e [Im(2)] < |z,

(e) se z é real, |z| coincide com o valor absoluto usual.

Demonstragio. Provemos (c), que é a unica nao imediata:

2wl = (s0)(0) = 2wFd = (22)(wi) = 2|,

e como moédulos sdo nao negativos, |zw| = |z||w|. Os demais itens seguem diretamente da

definicao. O
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A identidade 2z = |z|? resolve também o problema da divisdo: para z # 0,

I\

z tant w w
— = e portanto —=—.
z  zz 2] P z  z?

Na pratica: multiplique numerador e denominador pelo conjugado do denominador.

Exemplo 3.3.

1+2  (14+2)(3+i) 3+i+6i+2° 1+7i 1+7Z_
3—i  (3-9)(B+4) 9+1 10 10 107

4 O plano de Argand—Gauss

Como os nimeros complexos sdo pares ordenados de reais, é natural representd-los como
pontos do plano: ao nimero z = a + bi associamos o ponto de coordenadas (a, b), chamado
o afizo de z. O eixo horizontal, formado pelos afixos dos ntimeros reais, € o eizo real; o

vertical é o eizo imagindrio.

eixo imaginario

bl z=a+bi
|
|
|
|2| ‘
I
I
I
I

: eixo real

a

Z=ua—bi

Nessa representacao:

e a soma é a soma de vetores pela regra do paralelogramo, ja que ela é feita coordenada a
coordenada;

o |z| é a distancia de z a origem, pelo teorema de Pitdgoras; mais geralmente, |z — w| é a
distancia entre os afixos de z e w;

e a conjugacao € a reflexdo em torno do eixo real.

Proposicgao 4.1 (desigualdade triangular). Para todos z,w € C,
|z + w| < |z| + |w], e ainda ||2] = Jw|| < |z —w].
Demonstragio. Usando |u|? = uii e a Proposicao 2.2(c),
|z +w]? = (2 +w)(Z+ @) = 22 + 20 + 20 + ww = |z]* + 2Re(zw) + |w|.
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Pela Proposicao 3.2(d) e (¢), Re(zw) < |zw| = |z||w], logo
o+ wl® < Lo+ 2Aelfu] + ol = (|2] + wl)”,

e extraindo raizes (ambos os lados sdo nao negativos) obtemos a primeira desigualdade.
Para a segunda, escreva z = (z — w) + w e aplique a primeira: |z| < |z — w| + |w], isto é,

|z| — |w| < |z — w|; trocando os papéis de z e w obtemos |w| — |z| < |z — w|. O

Exemplo 4.2 (lugares geométricos). A leitura métrica do médulo traduz equagdes em

figuras:

|z — zo| = r é a circunferéncia de centro zg e raio ;

|z — 20| < 7 é o disco aberto correspondente;

|z — 21| = |z — 22| é a mediatriz do segmento que liga z; a zs.

5 Forma polar

Um ponto do plano pode ser localizado por suas coordenadas cartesianas ou por sua
distancia a origem e pelo dngulo que faz com o eixo real. A segunda descri¢ido é a que
revela o significado da multiplicacao.

Definigao 5.1. Seja z # 0 e p = |z|. Um argumento de z = a + bi é um ntimero real 6 tal
que

b
COSG:g e senf = —.
p p

Escrevemos entao

z=p(cosh +isend),
a forma polar (ou trigonométrica) de z.

O argumento nao é dnico: se  é um argumento de z, entdo 0 + 2kw também o é, para
todo k € Z — e esses sao todos. O argumento pertencente a (—, 7] é chamado argumento
principal. O nimero 0 ndo tem argumento definido. Duas consequéncias praticas: dois
complexos nao nulos sdo iguais se, e somente se, tém o mesmo médulo e argumentos que

diferem por um mualtiplo inteiro de 27.

Exemplo 5.2. Para z = 1 +i: p = V2 e cosf = senf = 12, donde 0 = 7 e z =
\/§(cos£+z’seng).

Para z = —14+/3i: p=+1+3=2,cosf = —1 e senf = ¥, donde 6 = 2.

Na diregao contraria: 4 (cos § +isen %) = 4 (@ + %) = 2v/3 + 2i.

SRR

Observagao 5.3 (uma notagao). Escrever cosf + isenf a toda hora é cansativo, e por isso
abreviamos

cisf := cosf +isend,
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de modo que a forma polar fica z = p cisf. Por ora isso é pura notagdo — um nome curto
para o numero complexo de médulo 1 e argumento 8 —, e usaremos indiferentemente as
duas escritas. A Proposicao 5.4 abaixo mostrard, no entanto, que cis satisfaz cisf - cisp =
cis(f + ), isto é, que ela transforma somas em produtos — exatamente o que faz uma
exponencial. No Capitulo 3, quando definirmos a exponencial de um nimero complexo,

veremos que isso nao é coincidéncia.

Proposicao 5.4 (produto e quociente na forma polar). Sejam z = pcis e w = o cisp.
Entao
2w = po cis(6 + @), 2L cis(0 — ¢) (w #0).

w g

Em palavras: ao multiplicar, os médulos se multiplicam e os argumentos se somam.

Demonstragdo. Multiplicando e agrupando,
zw = po[(cos b cos p — sen @ sen @) + i(cos O sen p + sen d cos ¢)],

e as duas expressoes entre parénteses sao exatamente cos(6 + ) e sen(f + ¢), pelas formulas
de adicdo. O quociente segue observando que % = %cis(—gp). O
Observagao 5.5 (o significado geométrico da multiplicagdo). Fixado z = pcis 6, a aplicagdo
w — zw € a composi¢do de uma rotacdo de angulo 6 em torno da origem com uma homotetia

de razao p. Em particular:

« multiplicar por 7 (médulo 1, argumento ) é girar 90° no sentido anti-horario — e girar
duas vezes 90° é o mesmo que multiplicar por —1, o que explica geometricamente a
identidade 2 = —1;

o multiplicar por um ntmero real positivo é apenas dilatar ou contrair.

Foi para que a multiplicacao tivesse esse significado que valeu a pena definir o produto de
pares da maneira aparentemente estranha da aula passada.

6 A férmula de De Moivre
Teorema 6.1 (primeira férmula de De Moivre). Se z = pcisf e n € Z, entdo
2" = p"cis(nf) = p"(cosnb + isennb).

Demonstragdo. Para n > 0, indugdo: o caso n = (0 é trivial, e o passo de indugao ¢ a
Proposicao 5.4 aplicada a 2" e z. Para n < 0, use que 2~ ! = p~!cis(—6) e aplique o caso
positivo. ]

Exemplo 6.2. (1 + i)' = (\/5)100 (cos 1007+ i sen %) = 259 (cos 257 + isen 25m) =
—2%,
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Exemplo 6.3 (identidades trigonométricas de graga). Tomando p = 1 e n = 3 e expandindo

o lado esquerdo pelo bindémio,
cos 30 + isen 30 = (cos @ + isen #)> = cos® @ + 3icos® Hsen § — 3coshsen? § — isen> 6.
Igualando partes reais e partes imaginarias:

cos 30 = cos® f — 3cosfOsen’ 0, sen 30 = 3cos? fsen b — sen> .

7 Raizes n-ésimas

Teorema 7.1 (segunda féormula de De Moivre). Sejam n > 1 inteiro e z = pcisf um
numero complexo ndo nulo. Entdo z tem exatamente n raizes n-ésimas em C, a saber

0+ 2k
zk:{lfpcisu, k=0,1,...,n—1.
n

Demonstragdo. Que cada zj, é raiz n-ésima de z segue da Teorema 6.1: elevando a n, o
modulo volta a ser p e o argumento vira 6 + 2km, que representa o mesmo ponto que 6.
Reciprocamente, se w = o cis ¢ satisfaz w™ = z, entdo 0" = p e ny = 0 4+ 2kn para algum
k € Z; logo o = {/p (raiz real positiva) e ¢ = 9’“%. Por fim, os valores k =0,1,...,n—1
dao argumentos distintos médulo 27, e qualquer outro k repete um deles, pois k e k +n
produzem argumentos que diferem por 27. O

Observagdo 7.2 (leitura geométrica). As n raizes tém todas o mesmo médulo {/p e argu-
mentos igualmente espacados de 2%: elas sdo os vértices de um poligono reqular de n lados
inscrito na circunferéncia de centro 0 e raio {/p.

Exemplo 7.3. Resolvamos 2* = —4. Como —4 = 4(cos T + isen ), as raizes tém moédulo
V4 = /2 e argumentos %, isto ¢, 7, %’T, %’r, %’T:
zo=1+1, znn=—1412 2=-1—14, 23=1-—1,

os vértices de um quadrado.

Definicao 7.4. As raizes n-ésimas da unidade sao as raizes n-ésimas de z = 1, ou seja,

2 2 2
Un:{Ck: kzO,l,...,n—l}, C:cos%—kisen%:cis%.

Exemplo 7.5. Paran =3: ( = —% + @i, e Us = {1, —% + ?i, —% — @z}, os vértices

de um tridngulo equilatero inscrito no circulo unitario.

Pagina 6



VARIAVEL COMPLEXA — 2026.2 Aula 3

<—2

Note que, se p = 1 e wy é uma raiz n-ésima qualquer de z, entdao todas as outras sao wo(*:
as raizes de um numero sao obtidas de uma delas girando por multiplos de 2% As raizes
da unidade s&o, por isso, a pega central de qualquer problema envolvendo raizes.

Proposicao 7.6. Para n > 2, a soma das n raizes n-ésimas da unidade é zero:
L+(+C++¢ =0

Demonstragdo. Como ¢ # 1 e (" = 1, a soma da progressao geométrica da ZZ;& ¢k =

n—1
CH = 0. O

Geometricamente: o baricentro dos vértices de um poligono regular inscrito no circulo
unitario é o centro do circulo. Esse cancelamento perfeito é mais poderoso do que parece —
ele é o motor da aplicagdo discutida na segunda metade da aula, desenvolvida no material

extra que acompanha estas notas.

8 O que vem a seguir

Com modulo, conjugado e forma polar, encerramos o Capitulo 1 do livro-texto. A partir
da préxima aula mudamos de assunto: passamos a olhar C como um espacgo onde se faz
cdlculo — dominios, limites, continuidade e diferenciabilidade (Capitulo 2) — para entéo

chegar ao objeto central do curso, as fungdes holomorfas.
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