VARIAVEL COMPLEXA — 2026.2 Aula 2

Dos ntimeros reais aos niimeros complexos

Aviso. Estas notas foram geradas por inteligéncia artificial a partir do contetdo apresentado em
sala e da bibliografia do curso. Podem conter erros ou imprecisoes; em caso de duvida, consulte o

livro-texto indicado no plano de ensino.

Na aula passada usamos os nimeros reais o tempo todo sem dizer o que eles sdo. Usamos,
por exemplo, que se um produto é zero entdo um dos fatores é zero, e que um quadrado
nunca é negativo — foi exatamente esse tltimo fato que impediu z? + 1 de ter raiz. Antes
de construir um corpo maior, portanto, precisamos saber com precisdo o que define os
nimeros reais. A resposta cabe em uma linha:

R € o dnico corpo ordenado completo.

Nesta aula desdobramos cada uma dessas trés palavras, tiramos delas algumas consequéncias

elementares — inclusive a que nos interessa — e, no fim, construimos C.

1 Corpo

Definicao 1.1. Um corpo é um conjunto F' munido de duas operagoes, + e X, tais que,
para todos a,b,c € F':

(i) Associatividade: a+ (b+c¢)=(a+b)+ceax (bxc)=(axb)Xc
(ii) Comutatividade: a+b=b+aecaxb=>bxaq;
(iii) Elemento neutro: existem 0,1 € F, com 0 # 1, taisque a+0=aea x 1 =a;

1

(iv) Inverso: existe —a € F com a + (—a) = 0; e, se a # 0, existe a™ € F com

axal=1;
(v) Distributividade: a x (b+¢) = (a x b) + (a X ¢).

Sao corpos: @, R e, como veremos, C. Nao sao corpos: N (falta o inverso aditivo) e Z
(falta o inverso multiplicativo: 2 ndo tem inverso em 7).
Tudo o que se faz com niimeros reais na algebra elementar ja estda contido nesses cinco

axiomas. Vale a pena verificar isso em alguns casos, para ver a maquina funcionando.
Proposicao 1.2. Seja F' um corpo e sejam a,b € F'. Entdo:

(a) os elementos neutros e os inversos sao Unicos;

(b) ax0=0;

(c) (—a) xb=—(axb)e(—a)x(=b)=axb;

(d) se a xb=0, entdo a =0 oub=0.
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Demonstracio. (a) Se 0 e 0’ sdo neutros aditivos, entdo 0 = 0+ 0’ = 0/, usando que cada

um ¢é neutro e a comutatividade. Se b e b’ sdo inversos aditivos de a, entao
b=b+0=b+(a+b)=(b+a)+b =0+b =V,

e o mesmo argumento funciona para a multiplicacdo.

(b) Como 0+ 0 = 0, a distributividade dd a x 0 =a x (0+0) = a x 04 a x 0. Somando
—(a x 0) aos dois lados, obtemos 0 = a x 0.

(¢) axb+(—a)xb=(a+(—a))xb=0xb=0por (b); logo (—a) x b é o inverso aditivo
de a x b. Aplicando isso duas vezes, (—a) x (=b) = —(a x (=b)) = —(—(a x b)) =a x b.

(d) Suponha a x b =0 com a # 0. Entdao a~! existe e

b=1xb=(a"'xa)xb=a'x(axb)=a"'x0=0. O

O item (d) é a propriedade que usamos na aula passada para garantir que um polindémio
de grau n tem no maximo n raizes. Ela ndo é automatica: em Z/6Z vale 2 x 3 =0 com
2#0e3#0—eZ/6Z, de fato, ndo é um corpo.

2 Ordem

Definicao 2.1. Uma ordem total num conjunto F' é uma relacao < tal que, para todos
a,b,c e F:

(i) Reflexividade: a < a;

(ii) Transitividade: se a < be b < ¢, entdo a < ¢;
(iii) Antissimetria: se a < be b < a, entdo a = b;
(iv) Totalidade: a < bou b < a.

Um corpo ordenado é um corpo F' com uma ordem total < compativel com as operagdes,

isto é, tal que para todos a,b,c € F":
(P1) sea <b,entdo a+c<b+c;
(P2) se0<ae0<b, entdo 0 <a xb.
Escrevemos a < b quando a < b e a # b.

Repare como (P1) e (P2) sao econdmicas: elas falam apenas de somar uma constante e de

multiplicar dois elementos ndo negativos. Todo o resto se deduz.
Proposicao 2.2. Seja F' um corpo ordenado e sejam a,b,c € F. Entdo:
(a) a <b se, e somente se, 0 <b— a;

(b) sea<bel<ec, entio ac < be;
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(c) se a <b, entdo —b < —a; em particular, 0 < a se, e somente se, —a < 0;
(d) 0 < a? para todo a € F;
(e) 0 <1.

Demonstragao. (a) Somando —a aos dois lados de a < b, (P1) d4 0 < b — a; somando a de
volta, voltamos a a < b.

(b) Por (a), 0 < b—a; por (P2), 0 < (b—a)c=bc— ac; por (a) de novo, ac < be.

(¢) Somando —a — b aos dois lados de a < b, obtemos —b < —a.

(d) Pela totalidade, ou 0 < a, ou a < 0. No primeiro caso, (P2) d4 0 < a x a = a®. No
segundo, (c) d4 0 < —a e entdo 0 < (—a) x (—a) = a?, pela Proposicio 1.2(c).

(e) Por (d), 0 <12 =1; e 1 # 0 pela definicio de corpo. Logo 0 < 1. O

E agora a consequéncia que interessa a este curso:

Corolario 2.3. Num corpo ordenado F ndo existe elemento x com x> = —1.
Demonstragio. Por (e), 0 < 1; por (c), —1 < 0. Se existisse  com 2? = —1, teriamos
0 < 22 = —1 < 0, contradizendo (d). O

Ou seja: a impossibilidade de resolver 22 +1 = 0 em R nio é um acidente de R — ¢é uma
consequéncia de R ser ordenado. Qualquer corpo em que —1 tenha raiz quadrada terd,
necessariamente, de abrir mao da ordem. Guarde isso: é o prego que pagaremos daqui a

pouco.

3 Completude

Falta a terceira palavra. Ela é a que distingue R de Q.

Definicao 3.1. Seja F' um corpo ordenado e A C F. Dizemos que x € F é uma cota
superior de A se a < x para todo a € A. Um elemento s € F' é o supremo de A, escrito

s =supA, se
(i) s é cota superior de A; e
(ii) s é a menor delas: se x é cota superior de A, entdo s < z.

O corpo ordenado F' é completo se todo subconjunto nao vazio e limitado superiormente
de F' possui supremo em F'.

Exemplo 3.2. Q é um corpo ordenado, mas nao é completo. De fato, o conjunto
A={qeQ: ¢>0eq¢®> <2}

é nao vazio (1 € A) e limitado superiormente (por 2), mas nao tem supremo em Q: o
candidato natural seria v/2, que néo é racional, e qualquer cota superior racional pode ser

diminuida um pouquinho continuando a ser cota superior.
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Observagio 3.3 (como se constréi R). Existe um corpo ordenado completo, e ele é tinico a
menos de isomorfismo — é isso que autoriza a falar em os niimeros reais. A construgao
pode ser feita a partir de Q de duas maneiras classicas: por cortes de Dedekind (um real
¢ uma maneira de partir QQ em dois pedagos) ou por sequéncias de Cauchy (um real é o
limite formal de uma sequéncia de racionais que se acumula). Nao faremos isso aqui; o que
importa é saber que a lista de axiomas acima é uma descricdo completa de R, no sentido
de que qualquer propriedade dos reais pode, em principio, ser deduzida dela.

4 Construindo C

Queremos um corpo que contenha R e no qual —1 tenha raiz quadrada. Pelo Corolario 2.3,
ele ndo poderd ser ordenado — mas nada nos impede de construi-lo. A ideia é simples: ja
que precisamos de um nimero novo, i, € queremos poder somar e multiplicar livremente,
todo elemento do novo corpo devera ser da forma a + bi com a,b € R. Isto é, um elemento
do novo corpo é determinado por um par de niimeros reais. Comecemos, entao, por ai —

sem mencionar <.

Definicao 4.1. Os elementos de C sao os pares ordenados (a,b) de niimeros reais. Orde-
nados: (a,b) # (b,a) a menos que a = b; e (a,b) = (c,d) exatamente quando a = c e b = d.

Definimos em C duas operagoes, chamadas soma e multiplicacdo:
(a,b) + (¢,d) := (a+ ¢, b+d), (a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc).

A soma é a que se espera. A multiplicagdo parece arbitraria; ela ndo é, e a razdo aparecera

em trés paragrafos.
Exemplo 4.2. (1,1)+ (2,-1)=(3,0) e (1,-1)- (2,-1) = (2—-1, -1 —2) = (1, -3).

Proposicao 4.3. C, com as operagéoes acima, é um corpo. Os elementos neutros sio (0,0)
e (1,0), o inverso aditivo de (a,b) é (—a, —b), e o inverso multiplicativo de (a,b) # (0,0) é

1 a —b
o0 = (i wm)

Demonstragdo. A associatividade e a comutatividade da soma sdo imediatas, pois a soma

é feita coordenada a coordenada e R é um corpo. A comutatividade do produto é clara
da férmula, ja que ac — bd e ad + bc sdo simétricas em (a, b) e (¢, d). A associatividade do
produto e a distributividade sdo contas diretas: por exemplo,

[(a,b)-(c,d)]-(e, f) = (ac—bd, ad+bc)-(e, f) = (ace—bde—adf —bcf, acf—bdf +ade+bce),

e 0 mesmo resultado sai de (a,b) - [(c,d) - (e, f)].

Quanto aos neutros: (a,b)+(0,0) = (a,b) e (a,b)-(1,0) = (a:1-b-0, a-0+b-1) = (a,b). O
inverso aditivo ¢ evidente. Para o multiplicativo, note que se (a, b) # (0, 0) entdo a®+b> > 0,
pois é uma soma de quadrados ndo ambos nulos — aqui usamos que R é ordenado — e a
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divisdo faz sentido. Escrevendo s = a® + b2,

). (a7—b> _ <a2+b2’ —ab—i—ab) _ (1.0) -

S S

Onde estao os reais

Olhemos para os pares da forma (a,0). Somando e multiplicando dois deles:
(a,0) + (b,0) = (a + b,0), (a,0) - (b,0) = (ab,0).

Isto é: as operagoes de C, restritas a esses pares, sdo exatamente as operacoes de R. A copia
{(a,0) : @ € R} C C é indistinguivel de R, e por isso passaremos a escrever simplesmente a
no lugar de (a,0). Em particular, os neutros (0,0) e (1,0) passam a se chamar 0 e 1, e
temos R C C.

Onde esta i

Todo par se decompode como
(a,b) = (a,0) + (0,b), e (0,b) = (b,0) - (0, 1),
como se verifica na hora: (b,0)-(0,1) =(b-0—0-1, b-1+0-0) = (0,b). Batizemos, entao,
i:=(0,1).
Com a convencao do paragrafo anterior, a decomposi¢do acima se 1&
(a,b) = a+ b1,
que é a forma algébrica do nimero complexo. E o niimero ¢ faz o que se pedia dele:
i =(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1, 0-1+1-0) = (—1,0) = —1.

Agora podemos explicar a férmula estranha da multiplicagdo. Se quisermos que C seja um

2:

corpo contendo R e 4, com % —1, entdo o produto de a + bi por ¢+ di estd obrigado a ser

(a+bi)(c+di) = ac+ adi+bei + bdi? = ac+ (ad + be)i +bd (—1) = (ac — bd) + (ad + be)i,

que é exatamente (ac — bd, ad + bc). A defini¢ao nao foi um chute: foi a tnica escolha
possivel. Daqui em diante, portanto, ndo é mais preciso pensar em pares — basta calcular
como sempre se calculou, trocando 32 por —1 sempre que aparecer.

Observagio 4.4 (o prego). Pelo Corolédrio 2.3, C ndo admite nenhuma ordem que o torne

2 = —1, uma tal ordem daria 0 < i> = —1 < 0. Nao faz sentido,

um corpo ordenado: como ¢
portanto, perguntar se ¢ ¢ maior ou menor que 0, nem escrever desigualdades entre niimeros

complexos. Foi esse o preco de ganhar a raiz de —1 — e, na proxima aula, veremos que em
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troca ganhamos algo melhor: geometria. Os pares ordenados que acabamos de somar e

multiplicar sdo pontos do plano, e as duas operagoes tém significado geométrico preciso.
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