VARIAVEL COMPLEXA — 2026.2 Aula 1

Polindmios e a origem dos niimeros complexos

Aviso. Estas notas foram geradas por inteligéncia artificial a partir do conteido apresentado em
sala e da bibliografia do curso. Podem conter erros ou imprecisoes; em caso de duvida, consulte o
livro-texto indicado no plano de ensino.

Nesta primeira aula nao definimos ainda os nimeros complexos. O objetivo é outro:
entender por que alguém precisou inventd-los. A resposta nio é “para resolver z2 +1 = 0"
— essa equacdo simplesmente nao tem solugdo real, e nada obriga a inventar uma. O
verdadeiro empurrao veio das equagoes de terceiro grau, onde os nimeros imaginarios
aparecem no meio do caminho de contas cujo comego e cujo fim sdo inteiramente reais.
Para chegar 14, revisamos antes o que é um polinémio, como se divide um polinémio por

outro e como se resolvem as equacoes de segundo grau.

1 PolinOmios

Definicao 1.1. Um polinémio com coeficientes reais é uma expressao da forma
P(x) = apz" + an_12" 4+ - + a1z + ag, aop, - ..,an € R.

Se a, # 0, dizemos que P tem grau n e escrevemos gr P = n; o nimero a, é o coeficiente

lider. O polindbmio nulo ndo tem grau definido.

Polindmios se somam e se multiplicam pelas regras usuais da &lgebra, e o grau se

comporta bem em relacao ao produto:
gr(PQ) =grP +gr@.

Isso vale porque o coeficiente lider de PQ) é o produto dos coeficientes lideres de P e de Q,
e o produto de dois niimeros reais nao nulos é nao nulo — um fato sobre R que voltara a

ser importante na préxima aula.
Definigao 1.2. Um niimero r € R é uma raiz de P quando P(r) = 0.

A pergunta que organiza toda a aula é: dado um polinémio, como encontrar suas
raizes? Para grau 1 a resposta é imediata: ax +b =0 dd x = —b/a. Vamos subindo.

2 Divisao de polinémios e o dispositivo de Briot—Ruffini

Teorema 2.1 (divisdo euclidiana). Sejam P e D polinomios, com D # 0. Entdo existem

polinémios unicos () (quociente) e R (resto) tais que
P=DQ+ R, com R=0 ou grR < grD.

O caso que mais nos interessa é D(z) = x — r, um polindmio de grau 1: ai o resto é

uma constante.
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Teorema 2.2 (teorema do resto). O resto da divisio de P(x) por x —r é o nimero P(r).
Demonstragio. Pelo Teorema 2.1, P(z) = (x —r)Q(x) + R com R constante. Avaliando os
dois lados em x = r, obtemos P(r) =0-Q(r) + R = R. O
Corolario 2.3 (teorema de D’Alembert). r é raiz de P se, e somente se, x — r divide
P(z).

Corolario 2.4. Um polinémio ndo nulo de grau n tem no mdzrimo n raizes.

Demonstragdo. Indugdo em n. Se n =0, P é uma constante ndo nula e ndo tem raiz. Se
P tem grau n > 1 e alguma raiz r, entdo P(x) = (z — r)Q(z) com gr @ = n — 1; toda raiz
de P diferente de r é raiz de @) (pois um produto de reais s6 é zero se um dos fatores for
zero), e por hip6tese de indugdo @ tem no maximo n — 1 raizes. O

O dispositivo de Briot—Ruffini

Dividir por x — r é tdo frequente que vale a pena ter um algoritmo enxuto para isso.

Escrevendo

P(.’L‘) :anx”—i---'—i—ao € Q(l’) :bn—lxn_1+"‘+bo,
e comparando os coeficientes dos dois lados de P(x) = (x — r)Q(z) + R, obtemos a
recorréncia

bp_1 = an, b1 =ar+rby (k=n-—1,...,1), R =ag+r1b.

Em palavras: desca o primeiro coeficiente; depois, repetidamente, multiplique por r e some
ao proximo coeficiente. Na pratica, organiza-se assim:

Exemplo 2.5. Dividindo P(x) = 223 — 322 + 42 — 5 por = — 2:

\2—34—5
22 16 7

Logo Q(z) =222 +2+6e R=7T,isto é, 223 — 322 + 42 — 5= (v — 2)(222 + 2 +6) + 7.
Em particular P(2) =7, de acordo com o Teorema 2.2.

Exemplo 2.6. Dividindo P(x) = 2® — 622 + 11z — 6 por = — 1:

\1 6 11 —6
11 5 6 o0

O resto é zero, ou seja, 1 é raiz, e P(z) = (z — 1)(2? =52 +6) = (v — 1)(z — 2)(x — 3). As
raizes sdo 1,2, 3.

O Exemplo 2.6 ilustra a estratégia geral: cada raiz encontrada abaiza o grau em uma
unidade. Se soubermos resolver o grau 2, basta encontrar uma raiz de uma cibica para
terminar o servico.
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3 Polin6mios de grau 2: a férmula de Bhaskara

Comecemos observando que, para polindmios de grau 2, encontrar uma raiz ja entrega a

outra.

Proposigdo 3.1. Seja P(x) = ax? +bx +c coma #0. Ser € R é raiz de P, entdo existe

s € R tal que

b
P(l‘):a(:(:—r)(x_g)’ asaber S:—g—r_

Demonstragio. Expandindo,

a(x —r)(x —s) = a(x? — (r +s)z +rs) = ax® — a(r + s)x + ars.

Para que isso seja igual a az? + bx + ¢ precisamos de —a(r + s) = b e ars = c. A primeira
b

condigao diz exatamente que s = —2 —r. Com essa escolha, e usando que ar’? +br+c=0,

b
ars = ar <_a - 7“) =—rb—rla=—(ar’+br)=c,

que é a segunda condicao. O

Ou seja: se P tem uma raiz real, entdo tem duas (eventualmente iguais). Falta descobrir
quando existe alguma. A conta fica mais limpa se dividirmos P por a, o que nao altera as

raizes; suponhamos entdao a = 1, isto é,
P)=2>4+bzx+c=(z—7)(z—s), donde r+s=-b, rs=c.

Conhecemos a soma das raizes, mas nao a diferenca. Entdo batizemos a diferenca: como

r+s = —b, os dois ntimeros estdo simetricamente distribuidos em torno de —b/2, e podemos
escrever ; )
r=—-+4d s=—=—d,
2 ’ 2

onde d =71+ % é a incognita nova. (Repare que essa mudanca de varidvel ndo custa nada:
ela s6 usa que ja sabemos a soma.) Agora a condigao rs = ¢ vira

b b b? b2 b2 —4
<—+d><——d>:4—d2:c, ou seja d>=——c= ‘

E aqui esta o ponto de virada: um quadrado nunca é negativo. Se b*> — 4c > 0, podemos

tomar d = Y¥2=4¢ ¢ obtemos

2
T_—b—i—\/bz—llc —b—+Vb? —4c

2 2

Se b2 —4c < 0, nenhum d real satisfaz a equacdo, e portanto P nao tem raiz real. Refazendo

a conta com a geral, chegamos a forma familiar.

Teorema 3.2 (férmula de Bhaskara). Seja P(z) = ax?® + bz + ¢ com a # 0 e seja
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A =% —4ac. Se A >0, as raizes de P sdo

b VA

2a

X

e se A <0 o polinomio P nao tem raiz real.

Observagio 3.3 (leitura geométrica). A equacio 22 + bz + ¢ = 0 pode ser reescrita como
x? = —bx — ¢: as raizes sdo as abscissas dos pontos onde a pardbola y = 22 encontra a reta
y = —bz — ¢. Uma pardbola e uma reta se cortam em dois pontos, em um s6 (tangéncia)

ou em nenhum — exatamente os trés casos A >0, A=0e A < 0.

Yy =—bxr—c

O primeiro convite (recusado)

O exemplo mais simples de discriminante negativo é
P(z) = 2%+ 1,

que ndo tem raiz real: para todo = € R vale 22 > 0 e portanto 22 +1>1 > 0.

E se imagindssemos que existe um objeto i com 72 = —1? Duas observacoes se impdem

de saida:
e ¢ nao é um numero real, pelo argumento acima;

e 0 que queremos, entdo, é um corpo que estenda R e contenha i — um conjunto de
nimeros onde as regras usuais da algebra continuem valendo e onde —1 tenha raiz
quadrada.

Note, porém, que até aqui ndo ha nenhuma necessidade de fazer isso. Dizer que 22 +1 =0
nao tem solugdo é uma resposta perfeitamente satisfatoria, do mesmo modo que “néo existe
tridngulo retadngulo de perimetro 12 e area 7” é uma resposta satisfatoria. O convite so se
torna irrecusavel no grau 3.

4 Polinémios de grau 3: a formula de Cardano

Toda equacao ciibica pode ser posta numa forma reduzida. De fato, na equacio =3 + asz? +

arr + ag = 0, a substitui¢do z = y — % elimina o termo de grau 2 (expanda e confira o
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coeficiente de y?). Basta entdo tratar as equacdes do tipo
3 =pr+q.

Teorema 4.1 (férmula de Cardano, 1545). Uma solugio de 2° = px + q é dada por

¢ _ | P
2 4 27"

Demonstragdo. A ideia é procurar a solucdo quebrada em duas parcelas: escreva x = u + v.
Entao

23 = (u+v)? =ud +0* 4 3uv(u +v) = 3uvz + (u® + v3).
Portanto, se conseguirmos escolher u e v com

3uv =p e u3+v3:q,

7 ~ . . . ~ . 3
o nimero = u + v resolve a equacdo. Ora, a primeira condicdo diz que u?v3 = ’2)—7;

conhecemos entao a soma e o produto dos ntimeros u?® e v3, e pela Proposicao 3.1 eles sdo

as raizes da equacao de sequndo grau

3
p
t* —qt+ == =0.
T
Por Bhaskara, t = 4 4 4/ % — %. Extraindo as raizes cibicas e somando, obtemos a

féormula do enunciado. O

Vale destacar o mecanismo: a cubica foi resolvida reduzindo-a a uma quadrdtica. E por

isso que a férmula tem esse aspecto de raiz cibica de raiz quadrada.
Exemplo 4.2. Para 23 = —62 + 20 temos p = —6 e ¢ = 20, logo

2 3
q P —216
g = 100- — 00 + 8 = 108, V108 = 6/3,

e a férmula da

= {10+ 6v3+ {/10 - 6v3.

A primeira vista isso é um nimero horroroso. Mas (1++/3)3 = 143349433 = 10+6v3
e, do mesmo modo, (1 —+/3)% = 10 — 64/3. Logo

z=(1+V3)+(1-V3) =2,

e de fato 22 =8 = —6- 2+ 20. A férmula funciona; ela apenas nio se d4 ao trabalho de
simplificar o resultado.
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5 O caso irredutivel e o calculo de Bombelli

Apliquemos agora a férmula & equacédo

z® = 15z + 4.
Aqui p=15e ¢ = 4, de modo que
2 3
q P 3375
— ——=4—- —=4-125=-121
4 27 27 g <0

e a férmula de Cardano produz

v = {2+ Vo131 + {2 — V121,

O que aconteceu? Um radicando negativo, como no caso A < 0 das quadréticas. S6 que

agora a situacdo é completamente diferente, e é isso que muda a histoéria:
2 — 150 —4 = (x — 4)(2? + 4o + 1),

de modo que a equacdo tem trés raizes reais, a saber 4 e —2 + /3. Nao hé nada de
imaginario no problema nem na resposta — e ainda assim a tnica féormula disponivel insiste
em passar por v/—121. Este é o chamado caso irredutivel das ctibicas.

Bombelli (1572) resolveu levar a conta a sério. Escreva o = /—121, isto é, trate
a como um simbolo que obedece as regras usuais da algebra e satisfaz o? = —121. A
aposta é que /2 + a seja um nimero da forma 2 + 17- Vamos conferir, lembrando que

2 _ - 3
(%) = 112211:—1eportanto (10‘1) =
3 2 3
o a o o 12« o
2+ — ) =22+3.2%. — 3.2.<> <> 8 2L 94,
< +11) + o 1) T\ SEET! n-cte

Exatamente o que querfamos. Trocando a por —a, obtemos também (2 — %)3 =2—aq,e

(8] 8]
=2+ — 22— — | =4.
v (+11>+< 11)

As parcelas imagindrias se cancelaram e sobrou a raiz real 4, que ja sabiamos ser solucgao.

Note ainda que {3 = 7V71i21 = /—1: escrevendo ¢ no lugar desse simbolo, o cdlculo acima

portanto

é simplesmente
(2 +1)% =2+ 114, (2-i)3=2-11i, a=2+i)+2—-i)=4

Observagao 5.1 (a moral da aula). Nas quadraticas, os nimeros imagindrios apareciam
apenas para dizer “nao ha solucao”: podiamos ignora-los sem prejuizo. Nas cibicas, eles
aparecem no meio de uma conta que comecga com numeros reais e termina com nimeros
reais. Nio sdo o destino; sdo a estrada. E esse fendmeno — e nao a equacio 22 +1 =0 —
que torna inevitavel perguntar o que sao, afinal, esses objetos.
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6 Dois problemas classicos

Fechamos com dois problemas antigos em que o mesmo simbolo aparece, dessa vez em

equacoes de segundo grau.

Exemplo 6.1 (Cardano, 1545). Dividir 10 em duas partes cujo produto seja 40. Se uma
das partes ¢ z, a outra é 10 — x e a condicdo é 2(10 — x) = 40, ou seja, 2% — 10z + 40 = 0.
O discriminante é A = 100 — 160 = —60, e a férmula de Bhaskara devolve

r=>5++v—15.

Cardano observou que, aceitando manipular esses simbolos pelas regras usuais, as duas

partes de fato funcionam:
(54 v—15) 4+ (5 — v—15) = 10, (54 v—15)(5 — v—15) = 25 — (—15) = 40.
Ele chamou isso de “tao sutil quanto inutil”.

Exemplo 6.2 (Diofanto). Eriste um triangulo retingulo de perimetro 12 e drea 77 Sejam
a e b os catetos e ¢ a hipotenusa. Das condigdes a +b+c =12 e %b = 7 obtemos ab =14 e

¢ =12 — a — b; substituindo em a® + b = 2,

a®?+b% = (12—a—b)* = 144 —24(a+b) + a® + 2ab+b*> = 24(a+b) = 144+ 2ab = 172,

isto é, a+b= %3. Como ab = 14, os catetos sao as rafzes de t? — %’t + 14 = 0, ou seja, de

6t — 43t + 84 = 0,

cujo discriminante é A = 1849 — 2016 = —167 < 0. A resposta ao problema é “nao
existe tal tridngulo” — e o discriminante negativo é precisamente o registro algébrico dessa
impossibilidade geométrica.

7 O que vem a seguir

Na préxima aula vamos parar de manipular v/—1 como um simbolo de fé e construir, com
todo o rigor, um corpo que estende R e no qual —1 tem raiz quadrada. Antes disso, porém,
precisamos ser precisos sobre o que é R: quais propriedades usamos o tempo todo nesta
aula (e em particular qual delas impede que —1 seja um quadrado). O horizonte distante é
o Teorema Fundamental da Algebra: em C, todo polindmio nao constante tem raiz — e

portanto o processo de abaixar o grau iniciado aqui nunca mais trava.
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