MATEMATICA DISCRETA — 2025.2 Lista 3

Entregar para a monitora as solugles de 8 problemas a sua escolha.

Problema 1. Prove que a soma de trés ntimeros inteiros consecutivos é divisivel por 3.

Problema 2. Mostre que o produto de quatro ntmeros inteiros consecutivos mais 1 é um
quadrado perfeito.
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Problema 3. Prove que para todo inteiro n, n° — n é divisivel por 6.

Problema 4. Mostre que se a soma dos digitos de um ntimero inteiro n é divisivel por 3, entao

n também é divisivel por 3.

Problema 5. Prove que todo nimero primo, com excecdo do 2 e do 3, pode ser escrito na

forma 6k + 1 ou 6k + 5, onde k£ é um nimero inteiro.

Problema 6. Para cada um dos pares de niimeros abaixo a e b, calcule o maximo divisor

comum d = mdc(a, b) e determine inteiros x e y tais que ax + by = d.

(a) a="56,b=15 (d) a=1001, b =77 (g) a="7919, b= 787
(b) a =345, b =299 (e) a=—34, b =432 (h) a = 636, b =96
(¢c) a=101, b= —23 (f) a = 1422, b= 342 (i) a =462, b= 1071

Problema 7. Seja a um inteiro. Prove que 2a + 1 e 4a® + 1 sdo primos entre si.

Problema 8. Prove que se a e b sdo ntmeros inteiros primos entre si, entdo a + b e a — b sdo

primos entre si.

Problema 9. Prove que se a e b sdo ntimeros inteiros tais que a + b e a — b sdo primos entre si

se, entdo a® — b? e ab sdo primos entre si.

Problema 10. Mostre que se a, b e ¢ sdo nimeros inteiros positivos tais que mdc(a,b) =1 e
albc, entéo alc.
Problema 11. Prove que se a e b sdo ntimeros inteiros, entdo 2% e 2b — 1 sdo primos entre si.

Problema 12. Prove que se a e b sdo ntimeros inteiros tais que 3a + 5b é divisivel por 7, entdo

a e b sao primos entre si.

Problema 13. Sejam a e b elementos de Z,, com p primo. Prove que se a® b = 0, entdao a =0
oub=0.

Problema 14. Um nimero inteiro n é chamado de numero perfeito se ele é igual a soma de
seus divisores positivos proprios (excluindo ele mesmo). Por exemplo, 6 é um nimero perfeito,
pois seus divisores proprios sdo 1, 2 e 3, ¢ 1 +2+ 3 = 6. Prove que se 2° — 1 é um ntmero

primo, entdo n = 2%71(2% — 1) é um ntimero perfeito.
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Problema 15. Recorde que ¢(n) é a fungao totiente de Euler, que conta o nimero de inteiros
positivos menores ou iguais a n que sdo primos com n. Prove que se p é um niimero primo e k
é um inteiro positivo, entdo go(pk) = pk — pkil.

Problema 16. Seja (G,*) um grupo. O centro de G, denotado por Z(G), é o conjunto de

todos os elementos de G que comutam com todos os outros elementos de GG; ou seja,
Z(G)={2€ G| zxg=g=*z para todo g € G}.

Prove que Z(G) é um subgrupo de G.

Problema 17. Prove que o centro do grupo (S, o) é trivial para n > 3, ou seja, Z(S,) = {¢},

onde ¢ é a permutacao identidade.

Problema 18. Prove que se (G,0) é um grupo finito de ordem par, entdo existe pelo menos

um elemento g € G\ {e} tal que g°> = e, onde e é o elemento identidade de G.

Problema 19. Seja G um grupo abeliano finito. Prove que o conjunto dos elementos de ordem

2 em G forma um subgrupo de G.

Problema 20. Prove que se G é um grupo finito de ordem n, entdo para qualquer elemento
g € G, g" = e, onde e é o elemento identidade de G. Ademais, mostre que a ordem de qualquer

elemento g divide n.

Problema 21. Dados dois subgrupos H e K de um grupo G, prove que a intersecdo H N K

também é um subgrupo de G.

Problema 22. Dados dois grupos (Gi,#1) e (Ga,*2), considere o produto cartesiano G =
G1 x G2 equipado com a operagao * definida por (g1, g2) * (h1, ha) = (g1 *2 h1, g2 *2 he). Mostre
que (G, *) é um grupo.

Problema 23. Considere o grupo (Zg, +), onde + é a adigdo componente a componente médulo
2. Liste todos os subgrupos deste grupo.

Problema 24. Mostre que todo grupo com 5 elementos é isomorfo ao grupo (Zs, +).

Problema 25. Prove que todo grupo com 6 elementos é isomorfo ao grupo (Zg, +) ou ao grupo
(S3,0).

Problema 26. Seja p um niimero primo. Mostre que se z2 = z (mod p), entdo z = 0 (mod p)
ouz =1 (mod p).

Problema 27. Seja p um ntmero primo. Mostre que se 22 = 1 (mod p), entdo z = 1 (mod p)
ouz = -1 (mod p).

Problema 28. Seja p um ntimero primo. Mostre que (p — 1)! = —1 (mod p). (Dica: Use o
exercicio anterior para argumentar que os elementos de Z;; podem ser agrupados em pares de

inversos, exceto pelos elementos 1 e p — 1.)
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